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Θέμα Β 

Β1. Για κάθε 𝑥 ∈ ℝ έχουμε: 𝑓′(𝑥) = 𝑒𝑥 + 𝑥𝑒𝑥 = (𝑥 + 1)𝑒𝑥 

• 𝑓′(𝑥) = 0 ⇔ (𝑥 + 1)𝑒𝑥 = 0
𝑒𝑥≠0
⇔  𝑥 + 1 = 0 ⇔ 𝑥 = −1 

• 𝑓′(𝑥) > 0 ⇔ (𝑥 + 1)𝑒𝑥 > 0
𝑒𝑥>0
⇔  𝑥 + 1 > 0 ⇔ 𝑥 > −1. Άρα η 𝑓 είναι γνησίως αύξουσα στο 

διάστημα [1, +∞) 

• 𝑓′(𝑥) < 0 ⇔ (𝑥 + 1)𝑒𝑥 < 0
𝑒𝑥>0
⇔  𝑥 + 1 < 0 ⇔ 𝑥 < −1. Άρα η 𝑓 είναι γνησίως φθίνουσα 

στο διάστημα (−∞,−1] 

Επομένως η 𝑓 έχει παρουσιάζει ελάχιστο στο 𝑥 = −1   το 𝑓(−1) = −
1

𝑒
 

 

 
 

Β2. Για κάθε 𝑥 ∈ ℝ έχουμε: 𝑓′′(𝑥) = 𝑒𝑥 + (𝑥 + 1)𝑒𝑥 = (𝑥 + 2)𝑒𝑥 

• 𝑓′′(𝑥) = 0 ⟺ (𝑥 + 2)𝑒𝑥 = 0
𝑒𝑥≠0
⇔  𝑥 + 2 = 0 ⟺ 𝑥 = −2 

• 𝑓′′(𝑥) > 0 ⟺ (𝑥 + 2)𝑒𝑥 > 0
𝑒𝑥>0
⇔  𝑥 + 2 > 0 ⟺ 𝑥 > −2. Άρα η 𝑓 είναι κυρτή στο διάστημα 

[−2,+∞) 

• 𝑓′′(𝑥) < 0 ⟺ (𝑥 + 2)𝑒𝑥 < 0
𝑒𝑥>0
⇔  𝑥 + 2 < 0 ⟺ 𝑥 < −2. Άρα η 𝑓 είναι κοίλη στο διάστημα 

(−∞,−2] 

Άρα το σημείο (−2, 𝑓(−2)) με 𝑓(−2) = −
2

𝑒2
  είναι σημείο καμπής της γραφικής παράστασης 

της 𝑓 
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Β3. Υπολογίζουμε: 

• lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→−∞

(𝑥𝑒𝑥) = lim
𝑥→−∞

𝑥

𝑒−𝑥
= lim
𝑥→−∞

(𝑥)′

(𝑒−𝑥)′
= lim
𝑥→−∞

1

−𝑒−𝑥
= − lim

𝑥→−∞
𝑒𝑥 = 0 

• lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

(𝑥𝑒𝑥) = +∞ 

 

• Στο διάστημα 𝛥1 = (−∞,−1] η 𝑓 είναι συνεχής και γνησίως φθίνουσα, οπότε στο διάστημα 

αυτό έχει σύνολο τιμών το 𝑓(𝛥1) = [𝑓(−1), lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥)) = [−
1

𝑒
 , 0) 

• Στο διάστημα 𝛥2 = [−1,+∞) η 𝑓 είναι συνεχής και γνησίως αύξουσα, οπότε στο διάστημα 

αυτό έχει σύνολο τιμών το 𝑓(𝛥2) = [𝑓(−1), lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥)) = [−
1

𝑒
 , +∞) 

Επομένως το σύνολο τιμών της 𝑓 είναι το 𝑓(ℝ) = 𝑓(𝛥1) ∪ 𝑓(𝛥2) = [−
1

𝑒
 , +∞) 

 

Β4. Για κάθε 𝑥 ∈ [0,1] είναι 𝑓(𝑥) ≥ 0, άρα: 

𝛦(𝛺) = ∫ 𝑓(𝑥)
1

0

𝑑𝑥 = ∫ 𝑥𝑒𝑥
1

0

𝑑𝑥 = ∫ 𝑥(𝑒𝑥)′
1

0

𝑑𝑥 = [𝑥𝑒𝑥]0
1 −∫ 𝑒𝑥

1

0

𝑑𝑥 = 𝑒 − [𝑒𝑥]0
1 = 

                           = 𝑒 − 𝑒 + 1 = 1 τ.μ. 

Β5.  Έχουμε: 

• lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = 0 κι άρα η 𝐶𝑓 έχει οριζόντια ασύμπτωτη στο −∞ τον άξονα 𝑥𝑥′ 

• 𝑓(𝑥) = 0 ⟺ 𝑥𝑒𝑥 = 0
𝑒𝑥≠0
⇔  𝑥 = 0. Άρα η 𝐶𝑓 διέρχεται από την αρχή των αξόνων 

 

 

 



 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

Θέμα Γ 

Γ1. Είναι 𝑓(𝑥) + 𝑒𝑓(𝑥) = 𝑥 , 𝑥 ∈ ℝ  
𝑥=1
⇒  𝑓(1) + 𝑒𝑓(1) = 1   (𝐼) 

Θεωρούμε την 𝑔(𝑥) = 𝑥 + 𝑒𝑥 , 𝑥 ∈ ℝ με 𝑔′(𝑥) = 1 + 𝑒𝑥 > 0, 𝑥 ∈ ℝ κι άρα 𝑔 ↗ στο ℝ και 𝑔(0) = 1 

Από (𝐼) ⇒ 𝑔(𝑓(1)) = 𝑔(0)
𝑔 1−1
⇒   𝑓(1) = 0 

Γ2. Αφού 𝑓(𝑥) + 𝑒𝑓(𝑥) = 𝑥 , 𝑥 ∈ ℝ και η 𝑓 είναι παραγωγίσιμη, τότε: 𝑓′(𝑥) + 𝑒𝑓(𝑥) ∙ 𝑓′(𝑥) = 1, 𝑥 ∈ ℝ ⇒ 

⇒ 𝑓′(𝑥) ∙ [1 + 𝑒𝑓(𝑥)] = 1 ⇒ 𝑓′(𝑥) =
1

1+𝑒𝑓(𝑥)
 , 𝑥 ∈ ℝ . Άρα 𝑓′(𝑥) > 0, 𝑥 ∈ ℝ ⇒ 𝑓 ↗ στο ℝ 

Επίσης 𝑓′(𝑥) =
1

1+𝑒𝑓(𝑥)
  και επειδή 𝑓 παραγωγίσιμη στο ℝ, τότε και η 𝑓′ είναι παραγωγίσιμη ως πράξεις 

παραγωγίσιμων συναρτήσεων. Άρα υπάρχει η 𝑓′′ στο ℝ. 

Άρα 𝑓′′(𝑥) = (
1

1+𝑒𝑓(𝑥)
)
′

= −
1

(1+𝑒𝑓(𝑥))
2 ∙ (1 + 𝑒

𝑓(𝑥))
′
= −

1

(1+𝑒𝑓(𝑥))
2 ∙ 𝑒

𝑓(𝑥) ∙ 𝑓′(𝑥) < 0 στο ℝ 



 

 

 

 

Άρα 𝑓 ↷ στο ℝ και επομένως 𝑓′ ↘ στο ℝ. 

Γ3. Αρκεί να δείξουμε ότι 𝜆𝛢𝛭 < 𝜆𝛭𝛣 ⇔
𝑓(𝑥)−𝑓(1)

𝑥−1
>
𝑓(2)−𝑓(𝑥)

2−𝑥
   (𝐼𝐼) 

Αν εφαρμόσουμε Θ.Μ.Τ για την 𝑓 στο [1, 𝑥] τότε υπάρχει 𝜉1 ∈ (1, 𝑥) ώστε: 𝑓′(𝜉1) =
𝑓(𝑥)−𝑓(1)

𝑥−1
 

Ομοίως, με Θ.Μ.Τ για την 𝑓 στο [𝑥, 2] θα υπάρχει 𝜉2 ∈ (𝑥, 2) ώστε: 𝑓′(𝜉2) =
𝑓(2)−𝑓(𝑥)

2−𝑥
 

Οπότε (𝐼𝐼) ⇔ 𝑓′(𝜉1) > 𝑓
′(𝜉2)

𝑓′↘
⇔ 𝜉1 < 𝜉2 , που ισχύει αφού 𝜉1 ∈ (1, 𝑥) και 𝜉2 ∈ (𝑥, 2). 

 

Γ4. α .Ισχύει 𝑒𝑥 ≥ 𝑥 + 1, 𝑥 ∈ ℝ. Άρα 𝑒𝑥 ≥ 𝑥, 𝑥 ∈ ℝ 

Βάζοντας όπου 𝑥 το 𝑓(𝑥) τότε 𝑒𝑓(𝑥) ≥ 𝑓(𝑥) , 𝑥 ∈ ℝ. 

 

β .Επειδή 𝑓 ↗ και συνεχής στο ℝ , το σύνολο τιμών της 𝑓 θα είναι το 𝑓(𝐴) = ( lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) , lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) ) 

Καθώς η 𝑓 είναι κοίλη στο ℝ , η 𝐶𝑓 θα είναι “κάτω” από οποιαδήποτε εφαπτομένη της. 

Βρίσκουμε την εφαπτομένη της στο (1, 𝑓(1)): 

𝜀: 𝑦 − 𝑓(1) = 𝑓′(1) ∙ (𝑥 − 1) ⇒ 𝑦 − 0 =
1

2
∙ (𝑥 − 1) ⇒ 𝑦 =

1

2
𝑥 −

1

2
 

          Άρα 𝑓(𝑥) ≤
1

2
𝑥 −

1

2
 , 𝑥 ∈ ℝ και επειδή lim

𝑥→−∞
(
1

2
𝑥 −

1

2
) = −∞ τότε και lim

𝑥→−∞
𝑓(𝑥) = −∞ 

          Επίσης, αφού 𝑒𝑓(𝑥) ≥ 𝑓(𝑥) , 𝑥 ∈ ℝ ⇔ 𝑒𝑓(𝑥) ≥ 𝑥 − 𝑒𝑓(𝑥) ⇔ 2𝑒𝑓(𝑥) ≥ 𝑥 ⇔ 𝑒𝑓(𝑥) ≥
𝑥

2
 

                                                                    
𝑥>0
⇔ ln 𝑒𝑓(𝑥) ≥ ln

𝑥

2
⇔ 𝑓(𝑥) ≥ ln𝑥 − ln2 , 𝑥 > 0  

          και επειδή lim
𝑥→+∞

(ln 𝑥 − ln 2) = +∞  , τότε lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = +∞ 

          Άρα 𝑓(𝐴) = (−∞,+∞) = ℝ 

Γ5.   
α. Η 𝑓 αντιστρέφεται γιατί η 𝑓 ↗ στο ℝ και έχει σύνολο τιμών το ℝ 

Καθώς 𝑓(𝑥) + 𝑒𝑓(𝑥) = 𝑥
𝑓(𝑥) = 𝑦
⇒

𝑥 = 𝑓−1(𝑦)
𝑦 + 𝑒𝑦 = 𝑓−1(𝑦) 

 

Άρα 𝑓−1(𝑥) = 𝑥 + 𝑒𝑥 , 𝑥 ∈ ℝ. 

 

 

β. Για 𝑥 ∈ ℝ ℎ(𝑥) = 𝐹(𝑥) − ∫ 𝑥 ∙ 𝑓−1(𝑡) 𝑑𝑡
2

0
= 𝐹(𝑥) − 𝑥 ∫ 𝑓−1(𝑡) 𝑑𝑡

2

0
= 

= 𝐹(𝑥) − 𝑥 ∫ (𝑡 + 𝑒𝑡) 𝑑𝑡
2

0
= 𝐹(𝑥) − 𝑥 ∙ [

𝑡2

2
+ 𝑒𝑡]

0

2

= 𝐹(𝑥) − 𝑥 ∙ (2 + 𝑒2 − 1)  

= 𝐹(𝑥) − 𝑥 ∙ (𝑒2 + 1)  
          Υπολογίζουμε ℎ′(𝑥) = 𝐹′(𝑥) − (𝑒2 + 1) ∙ 𝑥′ = 𝑓(𝑥) − (𝑒2 + 1) , 𝑥 ∈ ℝ 

          Εξετάζω που ℎ′(𝑥) = 0 ⇔ 𝑓(𝑥) − (𝑒2 + 1) = 0 ⇔ 𝑓(𝑥) = 𝑒2 + 1 

                      και επειδή η 𝑓 είναι συνεχής στο ℝ και γν.αύξουσα,έχει σύνολο τιμών το ℝ  

                      και αφού το 𝑒2 + 1 ∈ ℝ 

                      σύμφωνα με το Θ.Ε.Τ θα υπάρχει (μοναδικό) 𝑥0 ∈ ℝ ώστε 𝑓(𝑥0) = 𝑒
2 + 1. 



 

 

 

 

                      Δηλαδή ℎ′(𝑥0) = 0. Άρα 𝑥0 πιθανό ακρότατο. 

 

                      Αφού η 𝑓 ↗ στο ℝ για 𝑥 > 𝑥0 ⇒ 𝑓(𝑥) > 𝑓(𝑥0) ⇒ 𝑓(𝑥) > 𝑒
2 + 1 ⇔ 𝑓(𝑥) − (𝑒2 + 1) > 0 

                                                                       ⇔ ℎ′(𝑥) > 0 ⇒ ℎ ↗ στο (𝑥0, +∞) 
                      Ομοίως ℎ′(𝑥) < 0 , 𝑥 ∈ (−∞, 𝑥0) ⇒ ℎ ↘ στο (−∞, 𝑥0) 
 

 

 
 

 

Θέμα Δ 

Δ1. 𝑓(𝑥) = −|𝑙𝑛𝑥| + 1 = {
ln 𝑥 + 1 , 0 < 𝑥 < 1
−ln 𝑥 + 1 , 𝑥 ≥ 1 

 

Εξετάζουμε αν η 𝑓 είναι συνεχής στο 𝑥0 = 1. 

lim
𝑥→1−

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→1−

(ln𝑥 + 1) = 1 και lim
𝑥→1+

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→1+

(− ln 𝑥 + 1) = 1 και 𝑓(1) = − ln1 + 1 = 1 

Άρα η 𝑓 είναι συνεχής στο 𝑥0 = 1 και συνεχής στο (0, +∞) ως πράξεις συνεχών. 

 

Για 𝑥 ∈ (0,1) η 𝑓 είναι παραγωγίσιμη ως πράξεις παραγωγίσιμων. 

Ομοίως και στο (1, +∞). Εξετάζουμε αν η 𝑓 είναι παραγωγίσιμη στο 𝑥0 = 1. 

lim
𝑥→1−

𝑓(𝑥)−𝑓(1)

𝑥−1
= lim
𝑥→1−

ln𝑥+1−1

𝑥−1
= lim
𝑥→1−

ln𝑥

𝑥−1

(
0

0
)
= lim

𝑥→1−

1

𝑥

1
= 1  

  

lim
𝑥→1+

𝑓(𝑥)−𝑓(1)

𝑥−1
= lim
𝑥→1+

− ln𝑥+1−1

𝑥−1
= lim
𝑥→1+

− ln𝑥

𝑥−1

(
0

0
)
= lim

𝑥→1+

−
1

𝑥

1
  

Άρα η 𝑓 δεν είναι παραγωγίσιμη στο 𝑥0 = 1. 

 

 

Δ2. Προφανώς 𝑓′(𝑥) = {

1

𝑥
 , 0 < 𝑥 < 1

−
1

𝑥
 ,   𝑥 > 1

 

και 𝑓′(𝑥) > 0 στο (0,1), άρα 𝑓 ↗ στο (0,1] 
Επίσης 𝑓′(𝑥) < 0 στο (1, +∞), άρα 𝑓 ↘ στο [1, +∞) 



 

 

 

 

 

 
 

 

Δ3.   

α. Έστω 𝛢(𝛼, 𝑓(𝛼)) , 0 < 𝛼 < 1 και 𝛣(𝛽, 𝑓(𝛽)) , 𝛽 > 1 

Τότε η εφαπτομένη στο 𝛢 θα έχει συντελεστή διεύθυνσης 𝑓′(𝛼) =
1

𝛼
 

Ομοίως στο 𝛣, 𝑓′(𝛽) = −
1

𝛽
 

Αλλά αφού οι εφαπτόμενες είναι κάθετες θα ισχύει: 

 𝑓′(𝛼) ∙ 𝑓′(𝛽) = −1 ⇔
1

𝛼
∙ (−

1

𝛽
) = −1 ⇔ 𝛼 ∙ 𝛽 = 1  (𝐼) 

Το ευθύγραμμο τμήμα 𝛢𝛣 θα έχει συντελεστή διεύθυνσης: 

 𝜆𝛢𝛣 =
𝑓(𝛽)−𝑓(𝛼)

𝛽−𝛼
=
− ln𝛽+1−ln𝛼−1

𝛽−𝛼
=
−ln𝛽−ln𝛼

𝛽−𝛼

(𝐼)
=

𝛽 =
1

𝛼

− ln
1

𝛼
−ln𝛼

𝛽−𝛼
=
ln𝛼−ln𝛼

𝛽−𝛼
= 0   

Άρα η ευθεία 𝛢𝛣 είναι παράλληλη στον 𝑥𝑥′. 
β. Δεν ικανοποιούνται οι συνθήκες του θεωρήματος Rolle γιατί η 𝑓 δεν είναι παραγωγίσιμη στο 

𝑥0 = 1 που είναι εσωτερικό σημείο του [𝛼, 𝛽]. 

Δ4. Έστω 𝛤(𝑥0, 𝑓(𝑥0)) , 𝑥0 ∈ (0,1). Τότε η εφαπτομένη της 𝐶𝑓 στο 𝛤 θα είναι:  

𝑦 − 𝑓(𝑥0) = 𝑓
′(𝑥0) ∙ (𝑥 − 𝑥0) ⇔ 𝑦 − (ln𝑥0 + 1) =

1

𝑥0
(𝑥 − 𝑥0) ⇔ 𝑦 =

1

𝑥0
∙ 𝑥 − 1 + ln 𝑥0 + 1 

⇔ 𝑦 =
1

𝑥0
∙ 𝑥 + ln 𝑥0  

Η ευθεία αυτή τέμνει τον 𝑥𝑥′ στο 𝑥 = −𝑥0 ln 𝑥0 και τον 𝑦𝑦′ στο 𝑦 = ln 𝑥0 
Άρα το εμβαδόν του τριγώνου που σχηματίζεται από την εφαπτόμενη και τους δύο άξονες θα είναι: 

𝐸 =
1

2
|−𝑥0 ln𝑥0| ∙ |ln𝑥0|  

Επειδή 𝑥0 ∈ (0,1) τότε: −𝑥0 ln 𝑥0 > 0 και ln 𝑥0 < 0 

Άρα 𝐸 =
1

2
(−𝑥0 ln 𝑥0) ∙ (− ln𝑥0) =

1

2
𝑥0 ln

2 𝑥0  , 𝑥0 ∈ (0,1)  

Θεωρούμε 𝑔(𝑥) =
1

2
𝑥𝑙𝑛2𝑥 , 𝑥 ∈ (0,1) που είναι παραγωγίσιμη με 

 𝑔′(𝑥) =
1

2
ln2 𝑥 +

1

2
𝑥 ∙ 2 ln 𝑥 ∙

1

𝑥
=
1

2
ln2 𝑥 + ln 𝑥 =

1

2
ln 𝑥 ∙ [ln 𝑥 + 2] 

Λύνουμε 𝑔′(𝑥) = 0 ⇔ ln 𝑥 = 0  ή ln 𝑥 = −2 ⇔ 𝑥 = 𝑒−2 , αφού 𝑥 ∈ (0,1) 



 

 

 

 

Και 𝑔′(𝑥) > 0
𝑥∈(0,1)
⇔    ln 𝑥 + 2 < 0 ⇔ 𝑥 < 𝑒−2 

 

 
 

Αρα Γ(𝑒−2,f(𝑒−2)) 
 

Δ5. ∫
2𝑓(𝑥)𝑓′(𝑥)

𝑓2(𝑥)+1
𝑑𝑥

𝑒

1
= ∫

(𝑓2(𝑥)+1)
′

𝑓2(𝑥)+1
𝑑𝑥

𝑒

1
= [ln[𝑓2(𝑥) + 1]]1

𝑒 = ln(𝑓2(𝑒) + 1) − ln(𝑓2(1) + 1) = 

                                     = ln(02 + 1) − ln(11 + 1) = − ln 2  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


